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Resume. — On calcule le module des normes universelles pour une representation p- 
adique de de Rham. Le calcul utilise la theorie des (ip, r)-modules (la formule de reciprocite de 
Cherbonnier-Colmez) et P equation differentielle associee a une representation de de Rham. 

Abstract (De Rham representations and universal norms). — We compute the mod- 
ule of universal norms for a de Rham p-adic representation. The computation uses the theory 
of (ip, r)-modules (Cherbonnier-Colmez's reciprocity formula) and the differential equation at- 
tached to a de Rham representation. 
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Introduction 

Dans tout cet article, p est un nombre premier, k est un corps parfait de caracteristique 
p, et K est une extension finie du corps des fractions F de l'anneau des vecteurs de Witt sur 
k. On se fixe une cloture algebrique K de K, et on pose Gk = G&\(K/K). Rappelons qu'en 
utilisant l'anneau de periodes p-adiques BdR, Fontaine a defini la notion de representation 
de de Rham de Gk- Si V est une telle representation et si L est une extension finie de K, 
on definit Hg(L, V) comme etant l'ensemble des classes de cohomologie qui determinent une 
extension — ► V — > E — ► Q p — > de representations de Gj, telle que i? est une representation 
de de Rham de Gl- 

On C if pour designer l'ensemble des racines p n -emes de 1 'unite, et on definit 

K n = K(fi p n) ainsi que Koo = U^ K n . On pose Hjc = G&l(K / K^) et Y K = G&^Kqo/K). 
L'algebre d'lwasawa est l'algebre de groupe completee Ak = 7i p [\Tk]]- 

La cohomologie d'lwasawa de V est definie par Hl w (K,V) = Q p ®z p Hl w (K,T) oil T 
est un reseau de V stable par Gk et Hl w (K,T) = lim ^ H x {K n , T) est la limite projective 
pour les applications « corestriction » ce qui fait de Hl w (K, V) un Q p ®z p A^-module. Par 
construction, on a des applications WK n v '■ Hi w (K, V) — > iJ 1 (fr n , V) et l'objet de cet article 
est l'etude du module Hl w (K, V) g des « normes universelles », l'ensemble des y G Hl w (K, V) 
tels que pour tout n ^ on ait pi Kn V (y) G Hg(K n , V). 

Si Fil 1 ^ est la plus grande sous- representation de V dont tous les poids de Hodge- Tate sont 
^ 1, alors Fil 1 ^ est de de Rham et on peut montrer que Hi w (K, Fi\ 1 V) g = Hl w {K, Fil 1 ^). 
Le resultat principal de cet article est le suivant : 

Theoreme 0.1. — Si V est une representation de de Rham, alors 

(1) si V n'a pas de sous-quotient stable par Hk, alors Hi w (K, V) g = H^K, Fil 1 ^) ; 

(2) en general, Hj w (K, Fil 1 ^) C Hl w (K,V) g et le quotient est un Q p £g> Zp A K -module de 
torsion. 

La demonstration est tres similaire a celle qu'en a donnee Perrin-Riou dans [26 pour les 
representations cristallines, et dans |27j pour les representations semi-stables, du groupe de 
Galois d'un corps non-ramifie W mais au lieu d'utiliser son « Exponentielle elargie », on 
utilise les constructions de (qui redonnent l'exponentielle elargie d'ailleurs, comme on le 
montre dans 3 ) et au lieu d'utiliser des considerations de « cran de la filtration » et d'ordre, 
on utilise la theorie des (<p, r)-modules qui encodent toutes ces informations. Cela simplifie la 

^au moins si les pentes de Frobenius sur D cr i S (V") sont entieres, voir le debut des paragraphes |261 §3.2, 
§4.1] 
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demonstration de Perrin-Riou et nous permet de plus de l'etendre au cas des representations 
de de Rham du groupe de Galois d'un corps eventuellement ramifie. Remarquons que l'on 
n'utilise pas le fait que les representations de de Rham sont potentiellement semi-stables. 

Indiquons brievement d'ou provient cette conjecture. On renvoie a Particle |26j de Perrin- 
Riou pour plus d' informations. Si E est une courbe elliptique definie sur K, on s'interesse 
au module des « normes universelles » Af Koo / K (E) = n*f£ TiK n /K E(K n ). Le calcul de ce 
module a ete fait (pour une courbe elliptique, une variete abelienne ou meme un groupe 
formel, et pour une Z p -extension quelconque) dans certains cas par Mazur |22j . puis par 
Hazewinkel [IT], 1181 Schneider |28| et Perrin-Riou |24j entre autres. Dans [8 , Coates 
et Greenberg ont formule une conjecture assez generale decrivant le module des normes 
universelles. La formulation du resultat que nous demontrons est due a Nekovar et concerne 
les normes universelles dans l'extension cyclotomique pour une representation p-adique de 
de Rham. Si on l'applique au module de Tate d'une courbe elliptique E, on retrouve, via la 
theorie de Kummer, certains resultats des auteurs cites precedemment : si E est ordinaire, 
alors J\f Koo /x(E) est un A^-module de rang 1 et si E est supersinguliere, alors il est nul. 

Remerciements : Je remercie Pierre Colmez pour ses nombreuses suggestions, de la 
demonstration du theoreme principal a la redaction finale de cet article. Je remercie aussi 
Jan Nekovar pour ses encouragements et ses commentaires. 

I. Algebre differentielle des (cp, r)-modules 

L'objet de ce premier chapitre est de rappeler et completer certains points de la theorie 
des (<£>, r)-modules. Ensuite, on resout un probleme d'algebre differentielle. Dans le deuxieme 
chapitre, on verra comment cela s'applique aux representations p-adiques. 

1.1. Les (<£>, r)-modules. — Dans tout cet article, k designe un corps parfait de car- 
acteristique p, et K est une extension finie de F, le corps des fractions de l'anneau des 
vecteurs de Witt sur k. On ecrit /i p n c K pour designer l'ensemble des racines p n -emes 
de l'unite, et on definit K n = K(fx p n) ainsi que = U+= K n . Soit Gk = Qsl{K/K) et 
H K = Gal(K / Kac) le noyau du caractere cyclotomique x '■ Gk — > Z* et Y K = Gk/H k le 
groupe de Galois de K^/K, qui s'identifie via le caractere cyclotomique a un sous-groupe 
ouvert de Z*. Enfin, soit F' l'extension maximale non-ramifiee de F contenue dans Koo et 
k' le corps residuel de F' . On note a le Frobenius absolu (qui releve x i— > x p sur k'). 

Definissons ici quelques anneaux de series formelles (ces constructions sont faites en detail 
dans |12j ) : si r est un reel positif, soit B^, r l'anneau des series formelles f(X) = ^ fcgZ a k X k 
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ou {a k G F} fcgZ est une suite bornee telle que f(X) converge sur la couronne < v p (X) ^ 
1/r. Cet anneau est muni d'une action de IV, qui est triviale sur les coefficients et donnee 
par j(X) = (1 + X) x ^ — 1 et on peut definir un Frobenius ip : B^ r — > B^ pr qui est cr-semi- 
lineaire sur les coefficients et tel que f(X) = (1 + X) p — 1. Le « theoreme de preparation de 
Weierstrass » montre que = U r ^ B^ r est un corps. Ce corps n'est pas complet pour la 
norme de Gauss et on appelle B^ son complete qui est un corps local de dimension 2 dont 
le corps residuel s'identifie a k((X)). 

L'extension K^/F^ est une extension finie de degre de ramification ex ^ [Kqo : F^] 
et par la theorie du corps de normes de |16|, I30j il lui correspond une extension separable 
k'((Y))/k((X)) de degre [K^ : FJ qui nous permet de definir des extensions non-ramifiees 
B^/Bir et B^/B^, de degre [K^ : F^]. On peut montrer que B^ = U r ^ B^- r ou B^ r 
est un B^T-module libre de rang [K^ : F M ] qui s'identifie a un anneau de series formelles 
f(Y) = J2k<EZ a kY k ou e F'}k£Z est une suite bornee telle que f(Y) converge sur la 
couronne < v p {Y) ^ l/e^r. L'element Y verifie une equation d'Eisenstein sur k'((X)) 
qu'on peut relever en une equation sur B^ ; Taction de IV s'etend naturellement a B^- r de 
meme que le Frobenius ip : B^- r — > B^ pr . 

Un (if, r)-module est un B^-espace vectoriel de dimension finie, muni d'un Frobenius 
if : — > et d'une action de qui sont semi-lineaires par rapport a ceux de B^-. On 
dit que est Stale si D = B^ ® R t possede un reseau D stable par f sur l'anneau des 
entiers A^- de B^, tel que f(D Q ) engendre D Q sur Aa-. 

Definissons l'operateur ip : — ► qui nous servira dans la suite. On peut montrer que 
tout element x G s'ecrit de maniere unique x = £)i=o(l + X) l f(xi). 

Definition 1.1. — Si x = Yli=o(^ + ^OV( x i)> alors on pose ip(x) = xq. 

Ceci fait de ip un inverse a gauche de ip qui commute a Taction de et qui verifie 
ip(f(x)y) = xip(y) si x G B^ et y G . 

II existe r(K) tel que si p n ^ 1 (p — 1) ^ r ^ r(K), alors on a une application injective 
L n : B^- r — > F n [[t]] (c'est Tapplication ip~ n de [7J §111.2]). Par exemple si K = F, alors 
b n (X) = e^ n > exp(t/p n ) — 1 ou e^ n > est une racine primitive p n -eme de 1 et i n agit par a~ n sur 
les coefficients. 

On peut montrer (voir [5]) que Tensemble des sous B^- r -modules de type fini M de 
tels que f(M) C B^ pr <8> B t.r M admet un plus grand element D^ ,r et qu'il existe r(D) que 
Ton peut supposer ^ r(K) tel que si r ^ r(D), alors = B^ Cg) B t,r D^ r . On utilise alors 
Tapplication i n pour definir K n [[t\] <gfe r D^ r et K n {(t)) ® b \,, D^> r . 
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Le lemme suivant sera utile par la suite : 

Lemme 1.2. - - Si y G (D^)^ =l , alors il existe P{^f) G tel que P('j)y = si et 

seulement si y G (Z)')^ 1 . 

Demonstration. - - Un petit calcul montre que (D')^ 1 est un Q p -espace vectoriel de dimen- 
sion ^ dim(D^) (il sufSt de remarquer que des elements de (D^)^ 1 qui sont lies sur 
le sont sur Q p = (B^-)^ 1 ) et done qu'il existe P(j) G Q P [JV] en fait tel que P{^) annule 
(2jr)^ =1 . Montrons done la reciproque. 

Supposons que a il l )y = est une relation de longueur minimale avec a, G F' . On peut 
supposer que Fun des a* est egal a 1. En appliquant if) et en utilisant le fait que d'une part 
i>(y) — V et que d'autre part if) agit par a -1 sur F', on voit que aj G Q p pour tout i et on 
suppose done a partir de maintenant que P{pf) G Q P [IV]. 

Nous utiliserons ci-dessous le resultat suivant : si P(j) G Q P [FV], alors il existe une 
constante C(P,d) telle que pour tout M qui est un /^[[t]] -module libre de rang d, muni 
d'une action semi-lineaire de par automorphismes, le F'-espace vectoriel M p ^ 7 ^ =0 est de 
dimension ^ C(P,d). 

Fixons r r(D) et considerons, pour n tel que p n ^ 1 {p— 1) is r, le F n [[t]]-module libre de 
rang d defini ci-dessus : if n [M] ® tn t r -D^' r - On voit que Fon a une injection : 

, x P( 7 )=0 

(£> t P(7)= ° - (iUM] ®*.[M] *»[[*]] ®£t, d^) 

ce qui fait que (£)t> r ) p (7)=o es t U n F'-espace vectoriel de dimension ^ C(P,d) et done que 
(£)t) p (7)=o = U r ^ r (£i)( r ^"''' r ) p ( 7 ) =0 est un F'-espace vectoriel de dimension ^ C(P,d). Comme 
(p commute a P("y), (^D^) p ^ =0 est un F'-espace vectoriel de dimension finie et stable par ip 
ce qui fait que (p : (L>t) p (7)=o -> p + ) p W=° est bijectif. 

Si z G (Z}t)V , =o,P(7)=0 ; a i ors z — tp(w) pour un w G (Z)t)-P(7)=o et done = if>(z) = w ce 
qui fait que z = et done que (.Dt)V>=o,P(7)=o _ q ^ cec j generalise un resultat de (HI). Pour 
conclure, il suffit de remarquer que si if){y) — y et P( , y)(y) = 0, alors ?/>(l — y?)?/ = et done 
y = tp(y). □ 

1.2. (</?, r)-modules de de Rham. — Dans ce paragraphe, on definit les (ip, r)-modules 
de de Rham et on rappelle certains des resultats de §5] a leur sujet. 
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Definition 1.3. — On dit qu'un (if, r)-module est de de Rham, si et seulement s'il 
existe r G R, n G N avec p n ~ 1 (p — 1) ^ r ^ r(D), tels que le X-espace vectoriel 

(if„((*))®5t r i> t ' r ) rjr 

est de dimension d = dirn(ZT'). 

Si c'est le cas, alors (i^ n ((t)) ® tn t r D^' r ) VK est de dimension <i = dim(D^) pour tous les 
r G R, n G N tels que p n ^ 1 (p — 1) ^ r ^ r(D). 

Nous allons rappeler les resultats de [2J §4,5] qui permettent de donner une autre car- 
acterisation des ((p, r)-modules de de Rham. Ces resultats sont aussi expliques dans le 
« seminaire Bourbaki » . 

L'anneau B^- r s'identifiant a un anneau de series formelles convergeant sur une couronne, 
il est naturellement muni d'une topologie de Frechet, la topologie de la « convergence com- 
pacte », et son complete Bj-g^ pour cette topologie s'identifie a l'anneau de series formelles 
f{Y) = J2k€Z a kY k ou {a k G F'}kez est une suite non necessairement bornee telle que f(Y) 
converge sur la couronne < v p (Y) ^ \jt K r. Par exemple, si on pose t = log(l + X), alors 
t G Bj-g jF C bV jX pour tout r ^ 0. L'anneau Bj ig X = U r ^oB^g jX est « l'anneau de Robba ». 
Ces anneaux ont ete etudies dans §4] et nous allons rappeler quelques-uns des resultats 
qui nous seront utiles dans la suite. 

L'application u n se prolonge en une application injective i n : BV^ — > lf n [[£]]. L'action 
de Tk sur Bj-g^ s'etend en une action de l'algebre de Lie de Tk donnee par V(/) = 
log(7)(/)/ log p (x(7)) Pour 7 G Tk assez proche de 1. Si / = f(X) G BV^ alors V(/(X)) = 
t(l + X)df/dX. Si / G B\g K alors on pose d(f) = r 1 V(/) ce qui fait que si / = /(X) G 
B^_p alors d{f{X)) = (1 + X)df/dX et que si / G Bj ig K verifie une equation algebrique 
P(f) = sur Bj ig>J? telle que P'(f) 7^ 0, alors on peut aussi calculer d(f) par la formule 
d(f) = -(dP)(f)/P'(f). En particulier d(f) = si et seulement si / G F' . 

Si est un (</?, r)-module, on definit D\ lg par D\ ig = Ti\ igK <8> B t . L'algebre de Lie de 
IV agit sur Dj ig par la formule V d{%) = \°&{l){ x )/ l°g p (x(7)) pour 7 G Tx assez proche de 
1 et on a done aussi une application do = t~ lT 7 d '■ Ai g — > ^ _1 -^ri g - La proposition suivante 
se demontre exactement de la meme maniere que |H theoreme 5.10]. 

Proposition 1.4- - - Si est de de Rham, si r ^ r(D), et si N r est I 'ensemble des x G 
Dj-g[l/t] tels que pour tout n tel que p n ' 1 (p — 1) ^ r, on ait 

in(x) G K n [[t\] ® K (K n ((t)) <g£ t , p D^f*, 
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et si on pose N = Bj igftr <S> B t,r N r , alors N est un ~B' TigK -module libre de rang d stable par 
les actions induites de <p et de Tk, tel que do(N) C N et tel que N[l/t] = [1/t]. 

Nous etablirons quelques proprietes de N dans le paragraphe 111.11 

Remarque 1.5. — Donnons nous une variable ly sur laquelle on fait agir 7 £ Tk par 
j(£y) = C-y + log(7(y)/y). Si d — dim(D'), alors on dit que le (</?, r)-module est 

(1) cristallin, si (Dl ig [l / t]) T K est un F-espace vectoriel de dimension d; 

(2) semi-stable, si (-Dj ig [^y] [lA]) rK es ^ un -^-espace vectoriel de dimension d. 

II n'est pas difficile de voir que « cristallin » implique « semi-stable » et que « semi-stable » 
implique « de de Rham » ; on a d'ailleurs dans ce cas 

/ , , „ \ d/de Y =0 

De plus, le theoreme de monodromie p-adique pour les equations differentielles (demontre 
independamment dans PQ> 1211 138.) montre que est de de Rham si et seulement s'il existe 
une extension finie L de K telle que B[ <8> B t L' t est semi-stable. Nous n'utiliserons pas cela 
par la suite. 

1.3. Algebre different ielle. — On aura besoin dans la suite d'un argument qui est une 
variante du « determinant Wronskien » et qui est l'objet de ce chapitre. Soient H un corps 
differentiel, dont on notera d la derivation, et k, s et v trois entiers #J 1. On etend naturelle- 
ment d a d : H v — > H v . On se donne s + 1 vecteurs x±, • • • , x s+ \ £ H v qui satisfont les deux 
conditions ci-dessous : 

(1) d'une part, les s vecteurs X^" 1 = (x w ,dx w , ■ ■ ■ ,d k ~ 1 x w ) pour 1 ^ w ^ s sont 
lineairement independants sur H ; 

(2) d'autre part, les s + 1 vecteurs X* = (x w , dx w , • • • , d k x w ) pour 1 ^ w ^ s + 1 sont 
lineairement dependants sur H. 

Proposition 1.6. - - Sous les hypotheses ci-dessus, les s + 1 vecteurs {X k } pour 1 ^ w ^ 
s + 1 sont lies sur H 9=0 . 

Demonstration. — Comme on suppose que les X k sont lies sur H, il existe des elements 
Ai, • • • , \ s +i £ H tels que YXlLi^wX^ = 0, ce qui se traduit par le fait que pour tout 
^ i ^ k, on a la relation Ri : 

s+1 

UI = 1 
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Comme on a suppose que les sont libres, on voit que \ s+1 ^ et on peut done 

supposer que A s+ i = 1 ce que Ton fait a partir de maintenant. 
Si on derive Ri, on trouve que 

s+1 s+1 

£ t \ w d i+1 (x w ) + Y t d(\ w )&(x w ) = 0. 



w=l w=l 



Si ^ i ^ k — 1, alors le premier terme de la relation ci-dessus est nul par et on trouve 
que 

s+1 
w=l 

pour ^ i ^ k — let done que 



w=l 

puisque A s+1 = 1. Ceci nous donne une relation 

s 

]T«9(A W )X^ = 

w=l 

entre les {-X^ -1 }i<tu<s et comme on a suppose que ceux-ci sont libres, e'est que d(\ w ) = 
pour tout 1 ^ w ^ s + 1. 

On a done montre que si les {^}i<«,<s+i sont lies sur H, alors ils sont lies sur H 9=0 . □ 

En considerant la premiere « composante » de X*, on trouve : 

Corollaire 1.7. - - Sous les hypotheses ci-dessus, il existe des constantes \ w G H d=0 pour 
1 ^ w ^ s + 1, non toutes nulles, telles que 

s+1 
w=l 

1.4. Normes universelles : (</?, r)-modules positifs. — Dans ce paragraphe, nous allons 
montrer la proposition suivante : 

Proposition 1.8. - - Soit un (ip, T) -module de de Rham qui verifie <Z N et D^ntN = 
0. Si y G et k ^ sont tels que d^y G tN , alors il existe P(j) G F^r^] tel que P{j)y = 0. 

Demonstration. — Si k = 0, alors le fait que D^ntN = implique immediatement que y — 0. 
On suppose desormais que k ^ 1, et on se fixe 7 G T K d'ordre infini. Comme est un 
B^-espace vectoriel de dimension finie, il existe un entier v ^ 1 tel que y, 7(2/), • • • , 7 1 ' _1 (y) 
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sont libres sur B^, mais y, 7(2/), • • • , r y v (y) sont lies sur B^, ce qui fait que pour tout w ^ v, 
il existe des elements de B^ tels que 

v-1 

i w (y) = E a M</) = °o v + ■ ■ ■ + <-ii v ~\v)- 

Si Ton derive k fois la relation ci-dessus, on trouve que : 

d k D (l w (y)) = EE (*Wi)#"V(v)) +E^(aJ)f'(i/). 

j=0 i=0 ^ ' j=0 

Supposons que Ton se donne un entier s ^ 1 et des elements fi v , ■ ■ ■ , fi v+s de B^ tels que 
pour tout 0^i^/c — let pour tout ^ j ^ v — 1, on ait 5^=L f J "wd ri { a f) — 0. Bien sur, de 
tels elements (non tous nuls) existent si s ^> 0. On voit alors que 

v+s v—1 / v+s \ 

(i) E^(^)) = E E^ fc «) 7%). 

Montrons que cela implique que Ylw=v ^wd l (aj) = pour i — k et pour ^ j ^ w — 1, ce 
qui est equivalent au fait que les deux termes de l'equation (JTJ) ci-dessus sont nuls. 

On a <9^(7 W (?/)) = x(l) kw l w (^£>(y)) G tN et le terme de gauche de l'equation (JTJ) est done 
dans tN tandis que le terme de droite est dans ce qui fait que les deux termes sont nuls 
puisqu'on a suppose que fl tN = 0. 

Pour w ^ 1, posons x„, = (ao +t;_1 , • ■ ■ , a™*! -1 ) et X^~ l = (x w ,--- ,d k ~ 1 x w ) ainsi que 
Xw = ( x w, • • • , d k x w ). Si s ^ 1 est le plus petit entier tel que les X k ~ l pour 1 ^ w ^ s sont 
libres et les X^~ l pour 1 ^ w ^ s + 1 sont lies, alors les calculs precedents montrent qu'en 
plus, les X k pour 1 ^ w ^ s + 1 sont eux aussi lies. On peut alors appliquer le corollaire 11.71 
pour en deduire l'existence de X w G (B^ ) 9=0 = F' pour 1 ^ w ^ s + 1 tels que 

s+l 



^ ^wXyj 0. 



W = l 

Si Ton combine cela avec le fait que par definition, on a 7 u, (y) = a^y + ■ — h a^_ 1 7 ? '~ 1 (y), on 
trouve que 

Ea^ + ^(i/) = o. 

W) = l 

Ceci montre bien qu'il existe P(j) G F'fr^] tel que P(7)(y) = 0. □ 
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II. Representations p-adiques et normes universelles 

L'objet de ce chapitre est de montrer comment le resultat demontre au chapitre precedent 
(la proposition II.8|) implique le theoreme principal de cet article. Pour cela, on rappelle la 
correspondance entre representations p-adiques et (if, r)-modules, puis on utilise la formule 
reciprocite de Cherbonnier-Colmez pour se ramener a la situation du chapitre precedent. On 
conclut par un argument de « devissage ». 

II. 1. Representations p-adiques et (<p, r)-modules. — Une representation p-adique 
est un Qp-espace vectoriel V de dimension finie d = dimQ p (l / ), muni d'une action lineaire 
et continue de Gk- Ann d'etudier les representations p-adiques, Fontaine a construit (voir 
j!3j par exemple) un certains nombre d'anneaux de periodes p-adiques, ce qui conduit a la 
definition des representations cristallines, semi-stables ou de de Rham. 

D'autre part, en combinant les constructions de Fontaine (voir |15j ) et un theoreme de 
Cherbonnier-Colmez (voir [B]), on definit un foncteur V i— > Dt(V) qui induit une equivalence 
de categories entre la categorie des representations p-adiques et la categorie des ((p, T)- 
modules etales. Si par exemple H K agit trivialement sur V, alors D^(V) = ®q p V 
et on recupere V a partir de D^(F) par V = D^V)^ 1 . En general, la situation est plus 
compliquee mais on peut quand meme montrer que D^(V A ) </P=1 = V Hk ce dont nous aurons 
besoin par la suite. 

Rappelons que pour un (99, r)-module D\ on a defini au paragraphe 11.11 un reel r(D) tel 
que si r ^ r(D), alors = ® B t,r D^ ,r et on posera dans la suite r(V) = r(D^(V)). 
Les resultats de p[] montrent que si V est une representation p-adique, et si p n " 1 (p — 1) ^ 
r ^ r(V), alors D dR (V) = (KJ(t)) ®\ r DWy)) r * et done que V est de de Rham si et 
seulement si Dt(V) est de de Rham au sens de la definition 11.31 On dispose alors d'une part 
des applications 

t n : D t,r (V) -> K n ((t)) ® K B dR (V) 

et d'autre part de l'equation differentielle p-adique NdR.(V) qui est le module N dont on a 
rappele la construction dans la proposition 11.41 

Remarque II. 1. — Les resultats de [2] montrent par ailleurs qu'une representation V est 
cristalline (ou semi-stable) si et seulement si son (tp, r)-module D^(V) est cristallin (ou semi- 
stable). On retrouve alors les invariants associes a V par la theorie de Hodge p-adique de la 
maniere suivante : D cris (^) = (D r f . (V) [l/t]) r * et D st (V) = (D* (V)[£ Y ][l/t}) r ^ . 



REPRESENTATIONS DE DE RHAM ET NORMES UNIVERSELLES 



11 



Nous allons avoir besoin de quelques resultats concernant N dR (V), et on suppose a partir 
de maintenant que V est de de Rham. 

Lemme II. 2. - - Si V est une representation de de Rham, dont les poids de Hodge-Tate 
sont ^ 0, alors D^(V) C N dR (V) et si Dt(V) C tN dR (V), alors les poids de Hodge-Tate de 
V sont ^ 1. 

Demonstration. — Etant donnee la construction de N = N dR (^/) que l'on a donnee dans la 
proposition 11.41 on voit qu'il suffit pour montrer le premier point de montrer que si r ^ r(V) 
et y G D t ' r (F) et si p n ~\p - 1) ^ r, alors i n {y) G K n [[t\\ ® K D dR (V). On sait par les 
constructions de p3 §5] que L n (y) G Bj R £g>Q p V et le resultat suit du fait que si les poids de 
Hodge-Tate de V sont > 0, alors B+ R <g> Qp V C B+ R ® K D dR (V). 

D'autre part, la demonstration de [2J proposition 5.15] montre que le B^-module engendre 
par L n (N r ) est B^ ® K D dR (V). De meme, le B ^-module engendre par i n (D ji,r (V)) est 
B^ ®q p V et la deuxieme assertion suit du fait que si B dR ®q p V C £B dR ®k D dR (l/), alors 
les poids de Hodge-Tate de V sont ^ 1. □ 

Lemme II. 3. - - SiV est une representation de de Rham dont les poids de Hodge-Tate sont 
^ et siW est une sous-representation de V , alors N dR (H / ) = D; ig (VK) fl N dR (V). 

Demonstration. — On voit que D rig (W) flNdR^l 7 ) est un sous B rigi ^-mo dule de Dj^W) qui 
est libre de rang dim(W) (parce que N dR (V)[l/t] = D r f ig (V) [1/t]) et qui est stable par t 1 Viy 
(qui coincide avec l'operateur induit par t -1 Vy), ce qui fait que N dR (W) = Dj ig (W / )nN dR (V r ) 
par definition de N dR (W) (voir [2| theoreme 5.10]). □ 

Lemme II. 4- - - SiV est une representation de de Rham dont les poids de Hodge-Tate sont 
^ et qui n'admet pas de sous-representation dont les poids de Hodge-Tate sont ^ 1, alors 
Dt(V)ntN dR (V) = {0}. 

Demonstration. — Si z G Dt(V) fl tN dR (K), alors on voit que l'intersection T)'(z) des sous 
B^-espaces vectoriels de D^(V) stables par cp et Tk et contenant z verifie D^(z) c iN dR (V). 
La proposition [15, 1.1.6] implique d'autre part que Dt(z) est un sous (</?, r)-module etale 
de D^(V) et done qu'il existe une representation p-adique V z C V telle que Dt(z) = D^(V Z ). 
On voit alors que V j (V z ) C tN dR (V) n Dj ig (K) = £N dR (K) par le lemme HO et done que 
les poids de Hodge-Tate de V z sont tous ^ 1, par la proposition 111.21 et done que V z = ce 
qui fait que z — 0. □ 
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Rappelons que l'on a une application i n : D*' r (V) -> ®k D dR (V) et on en deduit 

une application 

5 v( . k) o Ln : D+' r (V) - K n ®^ D dn (V) 
ou 5y(_/t) : iC n ((i)) ®k D dR (K) — > fr„ ® K D dR (l/) est l'application « coefficient de t k ». 

Lemme II. 5. - - Si z G N dR (V) est te/ gue pour tout n ^> 0, on ait t n (z) G ®k 
~D dR (V), alors z G tN dR (V). £"n pariiculier, si 5y ° = pour tout ra ^> 0, a/ors 

zetN dR (V). 

Demonstration. — Fixons r ^> tel que z G N r . La demonstration de la proposition [21 
5.15] montre ( 2 ) qu'il existe une base /i, • • • , /d de N r dont les images par i n sont une base 
de i£n[[t]] ®k DdR(^) pour tout n ^> 0. Si Ton ecrit que z = Ylf=i z ifii e ^ s * L n{z) G 
t-£T n [[t]] ®k D dR (V), alors z^e^ — 1) = pour tout n ^> et done t divise z { dans 'B>\ igK ce 
qui fait que z G tN dR (V). □ 

II. 2. Cohomologie galoisienne et representations de de Rham. — Rappelons que 
Herr a montre dans [20 comment construire les groupes de cohomologie galoisienne H l (K, V) 
a partir du (ip, r)-module associe a V. Nous utiliserons la version qu'en ont donnee Cher- 
bonnier et Colmez dans [7J et que nous rappelons brievement. 

Rappelons que l'on a defini (voir definition II. 1|) un operateur ip : Dt(V) — > "D'(V). Dans 
[7J §1.5], une application h} K v : Dt(V)^ =1 — > H l (K ni V) est construite pour tout n ^ 0. Ces 
applications h} K v donnent lieu (par un theoreme non publie de Fontaine dont on trouvera 
une demonstration dans [7J §11.1]) a un isomorphisme entre D^(V)^ =1 et la cohomologie 
d'lwasawa H^K, V) par passage a la limite sur n. 

On suppose a present que V est de de Rham, et on va voir a quelle condition h} K v (y) G 
Hg(K n ,V) si y G Y)\V)^ =1 . L'operateur dr> que Ton a defini au paragraphe 11.21 verifie 

l"n ° do = P~ n dy O L n OU 

d v = d/dt ® Id : K n ((t)) ® K B dR (V) -> K n ((t)) ® K D dR (y). 

Si l'on combine le theoreme [7J IV. 2.1] avec des proprietes bien connues de « l'exponentielle 
duale de Bloch-Kato », et le fait que 5y(-fc) = k\~ l 5y o d v pour k ^ 0, alors on trouve que : 

Proposition II. 6. - - II existe r^{V) que Von pent supposer ^ r(V) tel que si r ^ r^(V), 
alors D t (K)^ =1 C Dt' r (V) et si y G ^(V)^ =1 , p n -\p - 1) ^ r ^ r^(V) et k ^ 0, alors on 
a ^k„ v(-k)(y(~k)) G Hg(K n , V(— k)) si et seulement si 5y o d v o L n (y) = 0. 

*- 2 Hl est en fait incorrectement affirme que t n est surjective - elle est surjective modulo t w pour tout w ^ 0. 
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Enfin pour terminer, on calcule la ^'[7^] -torsion de D'(V)^ 1 . 

Lemme II.7. - - Si y G T)\V)^ =1 , alors il existe P(j) G F'[F K ] tel que P(j)y = si et 
seulement siy £ V Hk . 

Demonstration. — Etant donne que D^(V)^ =1 = V Hk comme on l'a rappele au paragraphe 
111.11 e'est une consequence immediate du lemme IT~2l □ 

Remarque II. 8. — Perrin-Riou a en fait determine la structure du Q p ®z p A^-module 
Hl w (K, V). Son sous-module de torsion s'identifie a V Hk et HI w (K,V)/V Hk est (au moins 
si K/Qp est finie) un Q p <S>z p A^-module libre de rang [K : Q p ] dim(y). 

II. 3. Normes universelles. — Dans ce paragraphe, on montre le theoreme 10.11 On com- 
mence par un resultat un peu plus faible (la proposition III. 91 ci-dessous) puis on montre 
comment en deduire le cas general en devissant un peu. 

Si W est une representation p-adique, soit D^(W)^ =1 l'ensemble des z G D^(W)^ =1 tels 
que pour tout n ^ 0, on ait h l Kn W (z) G Hg(K n , W). 

Proposition II. 9. - - Si k ^ et si V est une representation de de Rham dont les poids 
de Hodge-Tate sont ^ — k et qui n'admet pas de sous-representation dont les poids de Hodge- 
Tate sont ^1-k, alors T)\V)p l C V Hk . 
D 'autre part, on a D^V)^ 1 = si k = et B^(V)^ =1 = V Hk sik^l. 

Demonstration. — Posons = T)^(V(k)) et N = NdR(V(k)). Comme les poids de Hodge- 
Tate de V(k) sont ^ 0, le lemme III. 21 montre que Dl ig C N. D'autre part, le fait que V 
n'admet pas de sous-representation dont les poids de Hodge-Tate sont ^ 1 — k et le lemme 

III. 4l montrent que D^ntN = 0. Enfin, la proposition III. 6l montre que si h 1 KnV {y) G Hg(K n , V) 
pour tout n ^ 0, alors Sv(k)°dy^oL n (y) = pour tout n ^> et done que Sv(k) OL n°d l r j(y) = 
pour tout n ^> et le lemme ITT31 (applique a V{k)) montre que d^(y) G tN. 

On est done en mesure d'appliquer la proposition ll.81 qui montre qu'il existe P(7) G _F'[lV] 
tel que P( r y)y = 0. Le lemme Hi. 71 montre enfin que y G 

V H K 

ce qui demontre le premier 

point. 

Ensuite, si k = et y G B^V)p\ alors y G tN n £> f = et done D + (y)J =1 = 0. Enfin si 
k^letye V Hk , alors h x Kn y(y) = pour tout n ^ et done B^{V)^ =1 = V Hk . □ 

Pour terminer, on donne les arguments de devissage permettant de deduire le theoreme 
principal de la proposition III. 91 
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Lemme 11.10. - - Si — > V — > V — > V — > est une smte exacte de representations 
p-adiques, alors on a une suite exacte : 

o -> D t (F / )j =l D^^r 1 o^'or 1 

Demonstration. — La theorie des (</?, r)-modules nous donne une suite exacte : 

-> D+(V r ') -> D+(V) -> D t (y") -> 0, 

et le lemme du serpent implique que Ton a : 

_> D^V')^ 1 -> D f (Vy =1 -> D^y")^ 1 . 

Le lemme resulte alors du fait (voir |14| §3.8, (iii)]) que les sous-quotients des representations 
de Rham sont de de Rham. □ 

Si W est une representation de Hodge- Tate et j G Z, soit FiPW la plus grande sous- 
representation de W dont tous les poids sont ^ j. 

Lemme 11.11. - - On a FiP(W/FiPW) = 0. 

Demonstration. — Soit / : W — > W/FiVW la projection naturelle. Si X C W/FiPW a tous 
ses poids ^ j, alors on a une suite exacte 

-> FiPVP -> /^(X) -> X -> 

et done / _1 (X) est une representation de Hodge- Tate, extension de deux representations de 
Hodge- Tate a poids ^ j, et done elle-meme a poids ^ j, ce qui fait que / _1 (X) = FiPW et 
done que X = 0. □ 

Nous pouvons enfin montrer le resultat principal de cet article. Pour cela, rappelons que 
Ton a un isomorphisme Hi w (K, V) = (V)^ =1 . 

Theoreme 11.12. — Si V est une representation de de Rham, alors 

(1) si V n'a pas de sous-quotient stable par Hk, alors D^(V)^ =1 = D^FiPV)^ 1 ; 

(2) en general, Dt(Fil V)^ =1 C T)^(V)^ =1 et le quotient est un Q p ®z p Ax-module de 
torsion. 

Demonstration. — Le fait que Dt(FilV)^ =1 C T)\V)p l suit du fait (demontre en 
lemme 6.5] par exemple) que si W est une representation de de Rham dont tous les poids 
de Hodge- Tate sont ^ 1, alors toute extension de Q p par W est elle-meme de de Rham. 

Nous allons maintenant montrer le (2), e'est-a-dire que T)' 1 ' (V)^ =1 /T)^ (Fi\ 1 V)^ =1 est un 
Qp ®z p A^-module de torsion. Par un argument de devissage, il suffit de montrer que pour 
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tout k > 0, Dt(Fir fc 1/)^ =1 /Dt(Fil 1 - A; 1/)^ =1 est un Q p (g) Zp A^-module de torsion ce que nous 
allons maintenant faire. On a une suite exacte : 

(S k ) -> D+(Fil 1 - fc y)J =1 -> Dt(Fii- fe y)J =1 -> Dt(Fir fe i//Fii 1 - fe y)J =1 

et la representation Fir" fc V/Fil 1-fc V a des poids ^ — fc et n'admet pas de sous-repre- 
sentation dont les poids sont ^ 1 — k par le lemme 111.111 La proposition 111.91 montre que 
Dt(Fir fc 1//Fil 1 -V)^ =1 C (Fir fc V/Fil 1-fc y) H * et done que Dt(Fir fe \/)^= 1 /Dt(Fil 1 - fc \/)^ =1 
est un Q p ®z p A^-module de torsion. Ceci montre le (2). 

Les calculs ci-dessus montrent de plus que si V n'a pas de sous-quotient stable par Hk, 
alors en fait D t (FilV)^ =1 = B^(V)^ =1 car dans ce cas, D t (Fir fc V r /Fil 1 " fc V)J =1 = pour 
tout k ^ et done Dt(Fil~ fc y)J =1 = D* (Fil^V)^ 1 pour tout k ^ 0. Ceci montre le (1). 

□ 

Remarque 11.13. — Reprenons la demonstration du theoreme III. 121 ci-dessus. L'image de 
D+(Fir fc V)J =1 dans D+(Fir fc y/Fil 1_fe y)J =1 s'identifie a une sous-representation W_ k de 
(Fil~ A 'V/Fil 1_ ' c V A ) Hx ; e'est done une representation de Gk fixee par Hk et dont le seul poids 
de Hodge- Tate est — k (notons aussi que Wq = 0). Comme il n'y a pas d'extensions non- 
triviales entre de tels objets qui soit encore fixee par Hk (ou, ce qui revient au meme, il 
n'y a pas d'extensions non-triviales entre de tels objets chez les Q p ®z p A^-modules), on en 
deduit que si Ton « splice » les suites exactes pour k ^ 0, on trouve : 

-> D^FilV)^ 1 -> Dt(\/)J =1 © fc> iW_* -> 0. 

ce qui permet de preciser (au moins en principe) le theoreme 10.11 



Appendice A 
Liste des notations 

Voici une liste des principales notations du texte, dans l'ordre ou elles apparaissent : 
O: k, K, F, u p n, K n , K^, G K , H K , x, ^k, F', a, B^ r , <p, B F , B F , e K , B K , B K , B^ r , 
D\ V, r(K), t n , D^, r(D). 
O: Blf g>K , t, Bl g>K , V, d, Dt g , V D , d D , N r , N, t Y . 
IE]: V, d, Dt(y), r (V), N dR (V), V cvis (V), D st (V), 5 v( _ k) . 
D: h KnjV , Hl w (K,V), dy, r^V). 
ITO : Dt(y)^ =1 , FiF. 
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